Schnitt  Vereinigung

P Komplement  Produkt Stern Wort Leerheit  Aquivalenz  Schnitt tik durch
( Typlgr ) Eggulére Grammatik
i i 5 . ; . . ; g . ; ; . requl
Hierarchie von Sprachen 2 " " " " [ DRl " " " NFA, &-NFA
Regularer Ausdruck
Berecher Det. kf. nein nein ja nein nein  Det. k. ja ja ja nein

- . . Kellerautomat

= Bisherige Hierarchie von Sprachen Typ2 nein ja nein ja ja Tvp ja ja nein nein

— Kann man noch verfeinemn [POACYK Typ2 Kontextfreie Grammatik

Typl ja ja ja ja ja Typ1l ja nein nein nein (PDA)

- Insbesondere werden wirnoch T ero -
Eggﬁhz?dbear:ns{?gde,r;‘%% ;;2 nicht komi):_abr_-:mgug Typo ja ja e i i T¥po = = 3 = (komeltg e1nsitiv) Eg}r&textsensmve Grammatik
Halteproblem* H yp

Fiir eine partielle Funktion f :: Nk— N sind &quivalent: Typ 0 Typ 0-Grammatik
0= ((rm2) | L(r) = L(r)} P q Nerod ’ e B
kontextfrei — fist Turing-berechenbar erode
Ley={a"b"c"|ne N} o:-?yp_zel — f mit TP-Programm berechenbar 7
— fist RM-berechenbar
Le,={a"b"[ne N} — fist Goto-berechenbar Sei L eine Sprache. Zwei Worte u, v € =* heilen L-trennbar,
— fist While-berechenbar falls es ein w e =* gibt mit uw € L aber vw ¢ L, oder umgekehrt.
Les={(ab)"|neN}
P Nerode: L sei eine Sprache. Gibt es n Worte, die
R paarweise L-trennbar sind, so hat jeder Automat,
der L erkennt, mindestens n Zustande.
Wortinduktion

epsilon-Hulle

* Ly = {@™b" | m=r}

» Behauptung: vw € *:

* Wahle: P(w):=

°g

P(g), eo¢

Induktionsschritt:
Va € Z:Vv EZ":

Fir beliebige

Wir nehmen an, dass 7S€l P(v

Ein Induktionsbeweis

Induktionsanfang: P(g)
g, true

Konkatenieren (= Aneinanderhéngen) £(S)=
- uov =uy — S umfasst
—  Formale Definition — gegen e-Transitionen abgeschlossen ist
1 £ owv=
weeg = w 2. (awev = a(uov)
Lange (Anzahl der Zeichen)
= w.

|w| = Anzahl der Zeichen in w
Formale Definition:

2. Javi=1+V

// Fall 1 in Def von o

5 :Qx 3" - Q definiertdurch  LeHile(s)

kleinste Menge von Zusténden, die

— {a'|i=0} istunendliche trennbare Menge i
— trenne a' von allen al (ij) mittels b’
* Lamom={a™™ |m >0}
— {a'|i=0} istunendliche trennbare Menge
— trenne al von allen al (i#j) mittels b

- 1
*Laa={a™|m=3}
— {a" | n=>0}ist unendliche trennbare Menge
— falls n < m, trenne a" von a™ mittels a"' " :
 avan=a( el , abera™a" " <a™)  dahera™a" " gl ,

1. ScS)

2. qeg(S) = 8(q, &) < &(S)

P(v) = P(a.v):

Pumping-Lemma

8'(q,au):

a€EZveEL
), d.h.vee = v

/f Induktionshypothese

P(v) gilt. Bisheraber | Esfolgt (a.v)ce = a.(vog) /f Fall 2 in Def. von o

nur fir v = & gezeigt. = qv /I Induktionshypothese
Also ist P(a.v) bewiesen
Also ist Va € Z: Vv € £*: P(v) =_P(a.v) bewiesen

- Induktionischluss: Da diese Implikation gilt, kdnnen

vw € X7 P(W). wir nun beliebige Worte v € 3*

ausgehend von @ erzeugen
NFA -> DFA rekursive Funktionen

Nichtdeterministischer
Automat

Einige Zustande im
Potenzmengenautomat
sind unerreichbar:

primitiv-rekursiv

« Basisfunktionen

- o) =k Konstante keN
— Xy X)) = X i-te Projektion I
— succ(x) = x+1 Nachfolger

mu-rekursiv

« Basisfunktionen
- fx)= Konstante keN
= TP (KgeXn) = X i-te Projektion
— suce(x) = x+1 Nachfolger

Beispiel
* Lanon = {@"b" | n > 0} ist nicht durch endl. Automaten erkennbar.

aaaaaaaaaaabbbbbbbbbbb e L

Es gibt daher keinen endlichen Automaten A mit L, =L (A)

Angenommen, L., wére regulér. Dann gébe es ein k wie im Pumping Lemma.

Jedes k-grofRe ( |w| =k ) Wort w €L, hatte im k-vorderen Bereich (|xy|< k) ein
nichtleeres Teilwort y, das sich ,aufpumpen* lasst.

Mit dem k von oben betrachten wir jetzt das Wort akbk
1. esistin L,
2. esistk-gross (|w|=2*k > k)

Es miisste im k-vorderen Bereich ein Teilwort haben, das sich aufpumpen lasst
 der k-vordere Bereich besteht aber nur aus a‘s
* Wenn wir hier einen nichtleeren Teil y aufpumpen, bekommen wir ein Wort mit mehr a‘s

als b's
» das wére nicht mehrin L,,,. Widerspruch !
x|yl z | I x 1y vyl z |

aber aaaaaaaaaaaaaabbbbbbbbbbb ¢L

zu viele a-s

k k

« Abschluss unter

— Komposition (Einsetzen)
—  primitives Rekursionsschema
- p-Operator

mu-Operator

Grammatiken

Expr — Expr + Term
| Term

Term — Term « Factor
| Factor

Factor — ( Expr )
lid | num

Auswahl anderer Regeln
erzeugt i.A. andere Worte
w e L(G)

« Sei f: N¥*' — N eine berechenbare Funktion. Definiere

DFA -> regex

1. Ersetze Endzusténde durch einen neuen Endzustand q;

B

“
QP
o ’m
@

0,1 o
Zugehbriger Potenzmengenautomat K o= | MO HOX,%) =) flls V12 1 (¢, ) %L 2. Elimination innerer Knoten (k ¢ {q5,a4)
T L sonst Fiir je zwei Knoten p,# k # p,
Rechtseindeutig ersetze durch
Bei einer Links-Ablei wird immer das zB.: f(x ; ef
linkeste Nonterminal ersetzt nicht berechenbar
Eine Link: unter g Funktion mit ° e 6 f GO durch G @ )
anderer Regeln: polynomialer Linksvollsténdig egf
Komplexitat -

Expr = Expr + Term / danach entferne k.

= Term + Term

= Factor + Term primitiv rekursiv 3. Elimination paralleler Kanten

= num + Term =LOOl

= num + Factor totalogk

= num + ( Expr) ® Ersetze durch e+f

= num + (Term ) O—'O

= num + ( Term * Factor )

= num + ( Factor * Factor )

= num + (id * Factor) Eigenschaft —

= num + (id * num) Ackermann- t z.B. Halteproblem

funktion

Satz: Jede kontextfreie Grammatik G lasst sich aquivalent
umformen in eine Grammatik G', deren Regeln von der Form sind:

- Satz: Eine Funktion ist genau dann p.r.
wenn sie LOOP-berechenbar ist.

A>a - Ersetze @ f durch
ASBC + Jede p.r.-Funktion ist auch total e*f(g + he*f)*
h
Falls € € L(G) gibt es noch die Produktion S — ¢ HE _ it H
und S kommt in keiner Produktion rechts vor. if-then-else (pI’ImItIV reku rSIV)
1. Entferne nicht und nicht er + Selen B: N> N sowief, g: NN p.r., dann auch bzw. C\‘J/T\@Q durch e*£gH
= : I
2. Mache G e-frei und entferne alle 1 Regell ite(xy,---.X) = By, %) 2 fx;,.. %0 = 9Ky, %) = L
3. Injeder Regel A — o mit |a| > 1 ersetze Terminalsymbol a durch . . . .
neue Variable X, und fiige die Regel X, >a hinzu. Registermaschinen (RM) Turingmaschine
4. Ersetze jede Regel der Form . . Genau genommen leer.
A > B,B,...B, mit Hilfe neuer Variablen C, . ... . C,, durch » Hardware: Tunngmaschme Hier # zur besseren
— Unbegrenztes Array von Speicherzellen i
A-BC, C,»BC, .. BB, o] 09[2] Y P
+ Jede kann eine nat. Zahl speichern . i
E; ##|#|#]1]1 « Software: Turing-Tabelle
//Xpr — Akkumulator c[0] | I | ‘ | ‘
P — Programmzahler PC - &#QxX->QxIx{LR}
E * Expr
Xpr // g 012 3456867 (Bh\er in der ;aga(\)\ex LR
v or \‘) aktueller Turing-Tabelle - Aus
id ( Zustand — aktuellem Zustand q
Expr + Expr + Befehle : Semantik: - aktuellem Zeichen a
i — Load n c[0]:=n /I direkt « gehein
id id — Load [n] c[0] :=c[n] /l aus Speicher — neuen Zustand
ot . — Store [n] c[n] := c[0] — schreibe neues Zeichen
mptewi Aoy, - Add ] <0 = clo + cf) yr— - By ap g o
- Sub* [n] c[0] := max(0, c[0] - c[n]) — Alphabet X )
— Goto i PC — Unbegrenztes Band fiir Zeichen aus ° ferllgf, s Haltezustand erreicht
Besitzt L(G) ein Wort w, zu dem es mehrere — JZero i P falls ¢[01=0 // iump if zero — Beweglicher Lese-Schreibkopf, {L,R} — falls Haltezustand erreicl
Herleitungsbaume gibt, so heit G mehrdeutig J c ! {0]=0 // jump _ Zustinde Q oder kein Eintrag in Tabelle

4. Zum Schluss hat der Automat zwei Zustande. Ersetze ihn durch reg. Ausdruck




Stack-Maschine (PDA)

GOTO, WHILE, LOOP

L1
0]

12

Im Beispiel kann das Wort aaaabbb den Stack entleeren :

_ M Ahnlich wie RM, nur Loor
Q={qo ar. %} 3(qp, @, 0) ={(a;,0).(a;,10)} v _ Goto S
X ={a, b} 3(q4, &, 0) ={(9,,10)} — Variablennamen statt Speicherzellen St i <> Evpr : sténetx;;::é" -
r={0,1} 3(ar, a, 1) ={(q,, 11)} — Einfache arithmetische Ausdriicke | <n>  if Bexpr Goto <m> [1o0p x do Stmt
s =
=0 8(ay, b, 1) ={(9» &)} e Expr  ::id | O | succ(Expr) B SEO=ED)
So S b, 1 = — Vergleichsausdriicke Bexpr  :: Expr < Expr
SEqZ’ ’0)) B E qu’ 8))}} gexp, Bexpr :: Expr < Expr ey
dy &, =142, &
&(q.,u,k = t — Anweisungen * Minimalistische Sprache
(q"u’ ) {} sons . Zuweis?mg - Prototypisch While
i
* Bedingter Sprung Semantik: offensichtiich . '
. . . . <n>, <m> : Zeilennummern : Ke'": Ze";""“’""‘e'“ Stmt  ::id:= Expr
Stackmaschine beginnt immer mit s, auf dem ansonsten leeren Stack. ~ Datentyp: Nat (N) - e Springe | Stmt; Stmt

| if Bexpr then Stmt else Stmt

« Aquivalente

“ bedeutet

Fintereinarider- -ausfihrung | while Bexpr do Stmt

Funktionenklasse
Church’sche These

« partiell berechenbaren
Funktionen

Algorithmenkonzepte * Loop-Sprache ) Expr  ::id | 0| succ(Expr)
+ Klammemn optional
~ Goto-Sprache — echtkleinere Kiasse - ?eg‘;‘ - end Bexpr  :: Expr <= Expr
~ While-Sprache ~ alle Funktionen total
- Kleene: — umfasst alle Algorithmen « Stattdessen: Einriickung
« Ein While geniigt i ita

- TP-Sprache, — Dennoch (siehe spéter)

Registermaschinen Nicht jede totale Funktion ist
~ Stets gleiche Loop-berechenbar

Entscheidbarkeit

semi-entscheidbar

Aufzahlbarkeit

+ Eine Teilmenge U — N (analog U c £*) heil’t entscheidbar,
wenn ihre charakteristische Funktion

xu(n) = +

berechenbar ist

1 falls nel
0 sonst

+ U heiBt semientscheidbar, wenn
~ 1 falls nelU
oy(n) =

L sonst
berechenbar ist

Beweis : klar // Foliensatz 02, Folie 27

+ Eine Menge U heift aufzahlbar, falls es eine surjektive totale berechenbare

Funktion f:N — U gibt.

- U ist genau dann aufzihlbar, wenn es einen Algorithmus gibt,
der genau alle Elemente von U produziert:

= Wir nehmen dazu eine Schreibanweisung ,Write <n>* an:
n := 0 ; While true Do { Write(f(n)); n:= n+1}

- Beispiele:
— Die Menge aller Primzahlen ist aufzshlbar.
— Die Menge aller Teilworte von = ist aufz4hlbar
— Die Menge aller n mit Ulam(n)=1 ist aufzahlbar

« Satz: Eine Menge U € N ist genau dann aufzahlbar, wenn sie semi-

entscheidbar ist.

+ Satz: U ist genau dann entscheidbar, wenn U und N-U semientscheidbar.

+SeiUc N (bzw. U c 3%)

— Aquivalent
* Uist semi-entscheidbar
+ Uist aufzahlbar (Bild einer totalen berechenbaren Funktion)

+ U ist Definitionsbereich einer partiellen berechenbaren
Funktion

— Es sind &quivalent
* Uist entscheidbar
+ Uund N-U sind aufzéhlbar
+ U ist monoton aufzahlbar

U hei3t monoton aufzahlbar, falls die Elemente von U
in der natarlichen Reihenfolge aufgezahit werden.

Godelisierung

Halteproblem

Komplexitatsklasse P

+ Jedes RM-Programm P ist eines der P;.
i ist dann die Gédelnummer von P (i=GN(P))

« Jede partielle berechenbare k-stellige Funktion f erscheint (mehrfach) als ein ¢,®)
i ist dann gine Gddelnummer von f (i e GN(f))

mu-rekursiv

TRy
e - § 4

. v 29=(' Ms ae&'#v/‘

I Y 4
7 b ~wles v
Gy = (T (x22)
(/Af) (4 = d ()

Komplexitatsklasse NP

Myhill-Nerode Schema

« Allgemeines Halteproblem
— Gegeben
* Programm P,
* Inputn
— Gefragt:
« Halt P mit Input n ?

(Programm mit Gédelnummer m)

— Konkret:

+ Sel A(min) = 0 falls ¢, (n) =

sonst
 Ist A(m,n) berechenbar?

« Spezielles Halteproblem
— Gegeben

P
— Gefragt
« Halt P, mit Input m (m als Stellvertreter des Programmtextes selbst)
 Ist A(m,m) berechenbar?

+ P = Klasse aller Sprachen mit polynomieller Komplexitat
— Palindrom € P B

— SAT : unbekannt
+ Vermutung: SAT ¢ P

- CLIQUE, TSP : unbekannt
+ Vermutung: CLIQUE ¢ P, TSP ¢ P

* Wir werden sehen:
— FallsSAT e P& CLIQUEE P& TSP e P& .
+ Wenn eine davon in P ist, dann alle
+ Wenn eine davon nicht in P ist, dann alle

— Bis heute ungeldstes Problem
* Wenn Sie berhmt (und reich) werden wollen:

) n ]
— IBsen Siees -
sonst wird es jemand anderes tun SAT Heuristiken
0(1.308™

Entscheidbarkeit prifen

P 3.2
— Probleme, die effizient I6sbar sind
« in polynomieller Zeit

* NP (Nichtdeterministisch Polynomiell)

— Probleme, deren Losungskandidaten
effizient Uberpruft werden kénnen
« in polynomieller Zeit

3%,

— Es durfen exponentiell viele Losungskandidaten sein
« hierarchische Verteilung

Ly = {wew | w € {a,b}"}

Tetyaudung: oo {eanlos

sk Y

1y
u

nidt W.jv\\‘nﬁ @
unondl uske agim

(5] g dizo.

7

% a‘B‘cab- el,
o il et ¢ 1,

@)

I Q- E“\ [ Jx.
= ptdedlar

et doAlar T
bolonnt 7 20 sl (A prasie)
wnlerleilom Y= | M) A BCa)}
< AN
Us=5 1A U, =& (D))
Pn &Avlw} “ 9«44 v
(s

(44() b,
e 35
ahaldisd o Prgropam shed

LI

:((n {:n\ i
n\

n

=D o ek,

e el DUM)-5"

=deD
nett= M=l > )= F

EN/ N
1> 3 Rl 2
> o
! L(ﬂ. Jl=0<3
=>n é')

= C

Satz von Rice “h%f;‘-\é; 3\u&u ¢ %\L 2 b g TA)
A Colds. QW= 32 Sw [ Jdx (P,‘(w)=33 = Gk v Ra
Eo = £ 97& &) - 33 .
G ({)!f? /‘Ef’ 19, fal 900) = w®3 2> Dignluiy
5()-3 EA b4 Qudalboe Heu o Sl e bl
4 ‘ Foe U o ihd oo bhosl
2: .‘;,,UI.J-.,'.’”'.,K A"i(f brr Diagonalisierung
=t b ol o C=3Sal fla-a3
Reduktion wgmomim - C ebaleafler ¥, betdunle,
< (k)= C=> W b(
Lol lLm)]z3y ek g‘” !
{ H “ } dCe) - W, X)) 0e> wgc
) b £i\n e L0 D 2 o bt s
Qa7 &k =2

i # e
hQ -
?,G)

=> f(d) 1

> %g)-o0
)1£¢

=2 p‘(‘,)- (G(J') -J”r/f ?/

= o((J): <

witif buethonber

= % Ak Lertbubar

0 R T W e




